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Folgende Formeln sind sehr hilfreich

(x,y und z sind die Tangenten-Abschnitte – Seitendifferenzen/2):


                                        sin ½α   = r/√(x²+r²)
    cos ½α   = x/√(x²+r²)
                                         tan ½α  = r/x[footnoteRef:1] [1:   Der Mittelpunkt des Inkreises (als Schnitt der Winkelhalbierenden) bildet an der „rechten“ Ecke einen Winkel von ½α, und der Berührabschnitt x steht senkrecht auf a, wobei Mi den Abstand r zu a hat. Hypotenuse ist √(x²+r²)] 

                                         cot ½α  = x/r


sin α = a/(2R)                  = 2xr/(x²+r²)[footnoteRef:2]        = 2A/(bc) [footnoteRef:3] [2:  sin α =2 sin ½α  cos ½α = 2 r/√(x²+r²) x/√(x²+r²)]  [3:  sin α = a/(2R)= abc / (2Rbc) = 4AR / (2Rbc) =2A/(bc)] 

cos α = √(4R²-a²)/(2R)[footnoteRef:4]  = (x²-r²)/(x²+r²)[footnoteRef:5]   = (b²+c²–a²)/(2bc)[footnoteRef:6] [4:   Die Senkrechte auf a bildet ein rechtwinkliges Dreieck mit dem Umfangswinkel α und 
     der Hypotenuse 2R]  [5:   cos (α ) = 1-2 cos² ½α  = 1 -2x²/(x²+r²)]  [6:  Kosinussatz c²  = a² +b² -2ab cos γ] 

tan α = a/√(4R²-a²)          = 2xr/(x²-r²)           = 4A/(b²+c²–a²)[footnoteRef:7] [7:  tan α  = sin α / cos α  = [2A/(bc)} : [(b²+c²–a²)/(2bc)]
] 



	1/a+1/b+1/c =

   Σai-1= ⅛u/(rR) + 2/u + r/(2uR)    

(und für rechtwinklige?)


und die Summe der reziproken Tangentenabschnitte 1/x+1/y+1/z =
Σxi-1= u/(2r²)- (a²+b²+c²)/(2Ar)      
   (  Σxi-1= 2/r-r/A   für rechtwinklige)



∑ sin² αi = 2(1+ ∏ cos αi)
Ciamberlini-Formel ∏ cos α i= [u² -(2r+4R)²] / (4R)²

cos ²α = (4R²-a²)/(2R)²
cos² β = (4R²-b²)/(2R)²
cos² γ =(4R²-c²)/(2R)²

∑cos ²αi =(12R² - ∑ai²)/4R²

Und Σ ai² = a²+b²+c² = ½u² -8rR -2r²

Σai²  = 8R²[∏cos αi + 1]



(tan α   tan β   tan γ ) = (tan α + tan β + tan γ) 
Ebenso mit    cot Halbwinkel
Π cot(½αi) =  Σ cot(½αi)

cot α + cot β + cot γ = ( a² + b² + c²) / (4A)
 cot αi  = (u²-8w-w*-16R²)/(8A)

und Σ cot αi = [(a²+b²–c²)+(a²+c²–b²)+(b²+c²–a²)]/4A = Σai²/4A=
= (u²-8w-4r²)/(8A) 

= (u²-8w-4r²)/(4ur) 
¼u /r – 4R/u – r/u
w= abc / (a+b+c)  w*= (a+b-c)(b+c-a)(c+a-b) / (a+b+c)  

	



     
      8∏ sin αi  = 4A/R² = ∏ sin ½αi  ∏ cos ½αi  


∏ sin ½αi  = r/(4R)           = rA/(abc) 
∏ cos ½αi  = u/(8R)         = ½uA/(abc) 
∏ tan ½αi  = 2r/u           =  r²/A  
                                  = 4A/u² = abc/(Ru²)  
∏ cot ½αi  = ½u/r              = A/r²
         
_________________________________



cot α + cot β + cot γ = ( a² + b² + c²) / (4A)




Für die drei Dreiecks-Winkel gilt  

Σ sin αi = u/ (2R)                                         Σ sin αi= 4  cos ½αi
 sin αi = ur/ (2R)²                                         Σ sin² αi=2+2 cos αi
                                                                                    = 2+[u² - 4(r+2R)²] / 8R²
Σ cos αi = (r+R)/ R                                       Σ cos αi= 1+4  sin ½αi
 cos αi= [u² - 4(r+2R)²] /  (4R)²                  Σ cos² αi=1-2 cos αi

Σ tan αi =  tan αi=(4A)³/ [(a²+b²–c²)(a²+c²–b²)(b²+c²–a²)]
= ( 4A)³ / {Σ ai4(ak² +al²) - Σ ai6  - 2  ai² }=8A/(u²-8w-w*-16R²)


Σ cot αi=(a²+b²–c²)+(a²+c²–b²)+(b²+c²–a²)/4A=Σai²/4A=
=(u²-8w-4r²)/(4ur) = u/(4r) – (4R+r)/u   
 cot αi= 1/ Σ tan αi = (a²+b²–c²)(a²+c²–b²)(b²+c²–a²)/ (4A)³
={Σ ai4(ak² +al²) - Σ ai6}/ (4A)³ -  R²/(2A)  =
 = (u²-8w-w*-16R²)/(8A) .

Σ sin ½αi= r Σ(r²+xi²)-½                      Σ sin 2αi = 4 sin αi = ur/R²
 sin ½αi= r/ (4R)                                      Σ cos 2αi = -1-4  cos αi = [4(r+2R)² -u²]/4R²  -1

Σ cos ½αi= Σ xi(r²+xi²)-½  
 cos ½αi= u /  (8R)


Σ tan ½αi=2(r+4R)/u
 tan ½αi= 2r/u          Σ cot ½αi= cot ½αi= u/(2r)


a²+b²+c² = Σai² = ¼u² + Σxi² = ½u²-4w-2r²     72 -20 -2 =50   OK      
Σxi² = ¼u²-4w-2r²     14  =  36 -20 -2 OK  
ab+ac+bc = Σi ≠ kaiak = Σxi² + 6w+3r²    OK                                         ¼u²-4w-2r² + 6w+3r²          =   (u/2)²+2w+r²    

                                                                               36 + 10 + 1 =47ok             
2 Σi ≠ kaiak = ½u²+8Rr + 2 r²                               OK                                
Standard2 13,14,15  (¼u²+4rR+r²)=587  =590-3 = Σai²   -3
Σi ≠ kaiak = Σxi² + 6w+3r².= 1,5 Σai² - 2 Σxi²  = [footnoteRef:8] [8:  Aus          u² = 2 (a²+b²+c²) - w* - 8w folgt durch Subtraktion von    
                2 u² =2 ( a²+b²+c² ) +4 ( ab+ac+cb ) (Binomische Formeln) 
4(ab+ac+bc) = 4r² +16rR + u² = u² + w* + 8w
und daher ist ab+ac+bc = r² +4rR  + ¼u²          oder noch einfacher: (Σai)²=Σai²+2Σaiak
u² =  Summe Seitenquadrate + 2 mal Summe Seitenprodukte  
u² = ½u²-4w-2r²  + 2(¼u²+2w+r²)] 


Σi≠kai²ak² = (½u) 4 - ½u²(2w - r²) + (2w+r²)²
Nur über solche Indizes summieren, die immer alle verschieden sind ( i ≠ k ≠ l)
Σi≠k≠l ai²akal = u²w                        (man beachte auch  u²w* = 16A²)
Σi ≠ k ≠ l ai²(ak + al)= ⅓u³ - ⅓(a³ +b³ + c³)  - 2wu               (2wu = 8AR)
Σi ≠ k ≠ l ai³(ak+al) = ⅛u4- u²w -2(2w+r²)²
Σai4 = ⅛u4-u²(2w+3r²)+2(2w+r²)²
[Σai²]² = ¼u4  - 2u²(2w+r²) + 4(2w+r²)²
(a²+b²+c²)²= 4(a²b²+b²c²+a²c²) -(4A)²
Σ {ai4(ak²+al²)} = ¼(Σ ai2)³+2A²(u²-8w-w*-24R²)
                      
Σ ai6   =  ¼(a²+b²+c²)³ - 6A²(u²-8w-w*-8R²) .

Beispiele: 13, 14, 15  mit u=3x14=42,  r=4,  R=65/8=8⅛ und w=65
Σai² = 13²+14²+15²=  590 = ½u²-4w-2r²  =  882-260-32
4(w - R – r) + 2r² = 4(65-81/8-4) +32 = 

Σai²ak²= 13 14 +  13 15 +14 15 = 115 249 andrerseits ist (½u)4 - ½u²(r²-2w) +(r²+2w)² = 214 - ½x42²(130-16) +(130+16)²=21 - 42²x57 +146²=194 481  - 100548+ 21316
= 115 249  OK 
versteh nicht wieso r²-2w=114 ist
4²-2*65/8 mal4=w=65 also 2w=130 d.h. es muß 2w-r² heißen!!!!!!
4rR-r²  = r(4R-r)     du zum Anderen  r(4R+r)   = 4*(65/2+4)=130+16
 
Σi≠kai²ak² = (½u) 4  - ½u²( r² - 2w) + (2w+r²)²
= (½u) 4  - ½ r(4R-r) u² + [ r(4R+r)] ² 


Σai4 = ⅛u4-u²(2w+3r²)+2(2w+r²)²
Σai 4 = a4+b4+c4=134+144+154=117 602
u4 = 424 = 3 111 696,    ⅛u4 =388 962, 
388 962 - 42²(130+48)+2(130+16)² = 117 602













Beispiele weiterer allgemeingültiger trigonometrischer Theoreme:

1.) sin α + sin β = 2 sin½(α+β) cos ½(α-β)
2.) sin α - sin β  = 2 cos½(α+β) sin ½(α-β)
3.) cos α + cos β = 2 cos½(α+β) cos ½(α-β)
4.) cos α - cos β = - 2 sin½(α+β) sin ½(α-β)


I.  (sin α + sin β)/(cos α + cos β) = tan ½(α+β)
II. (sin α - sin β) /(cos α + cos β) = tan ½(α-β)

dies folgt durch Divisionen von 1.) geteilt durch 3.)
                                       bzw. 2.) geteilt durch 3.)
   sowie 

(cos β - cos α) / (sin α - sin β) = (sin α + sin β)/(cos α + cos β) 
=  tan ½(α+β)
(cos β - cos α) / (sin α + sin β)  = (sin α - sin β) /(cos α + cos β) 
= tan ½(α-β)
da ja
(sin α - sin β) / (cos α - cos β ) = -cot ½(α+β)
(sin α + sin β) / (cos α - cos β )= -cot ½(α-β)


Aber für tan ½(α-β) gibt es nach Arno Fehringer noch weitere Formeln (Interessanterweise gibt es für den Fall von <<Minus>> mehr Formeln als für das >>Plus<< -Zeichen):

(sin α - sin β)/(cos α + cos β) =

=(tan α–tan β) /{√(1-tan² α) √(1-tan² β) +tan α tan β  + 1 }

verwendet man √(1-tan² α) = 1/cos α  usw. 
dann erhält man im Nenner die gleichen Nenner (cos α cos β)


=(tan α–tan β)/{1/(cos α cos β)+(sin α sin β)/(cos α cos β) + (cos α cos β)/(cos α cos β) }

=(tan α–tan β) cos α cosβ/[1+sin α sin β + cos α cos β]


und erhält mit den Subtraktionstheoremen für Sinus bzw. Cosinus



= [sin α cos β –sin β cos α]/{1+sin α sin β–cos α cos β}
                                            = sin(α-β)/[1+cos (α-β)] 
                                            = [1- cos (α-β)]/sin(α-β)
                                            = tan ½(α-β)[footnoteRef:9] [9:   dies folgt auch aus den Formeln für tan ½α = (1- cos α)/sin α = sin α/[1+cos α]] 




Speziell im Dreieck gilt nach MOLLWEIDE

(a+b)/c = cos ½(α-β) / cos ½(α+β)[footnoteRef:10] [10:  Natürlich ist auch (a+b)/c = (sin α - sin β) / sin γ] 

 (a-b)/c = sin ½(α-β) / sin ½(α+β)

und somit 

(a+b)/(a-b) = {sin ½(α+β)/cos ½(α+β)}/{ sin ½(α-β)} / cos ½(α-β)}
                    = tan ½(α+β)/ tan ½(α-β)

[image: Tangentensatz] es ist der Tangens der halben Summe dividiert durch den Tangens der halben Differenz[footnoteRef:11] [11:  Das ist der sog. TANGENTEN-Satz  auf S.11 in der Sammlung mathematischer Formeln vom Bayrischen Mathematiker-Verein, Ausgabe B für Oberrealschulen, München 1937
 
vgl. www.mathematische-basteleien.de/adreieck.htm ‎ und Halbwinkelsätzehttp://www.mathepedia.de/Die_Mollweideschen_Formeln.aspx spricht von der Neperschen Gleichung] 


         und das ist I. geteilt durch II. 
       (Die Cosinussumme als gleiche Nenner)

und ist daher auch die Sinensumme durch die Sinendifferenz

(a+b)/(a-b) =  (sin α + sin β)/(sin α - sin β)

       = tan ½(α+β)/ tan ½(α-β)

Das ist doch eine erstaunliche Formel[footnoteRef:12], denn nur über die Sinen erfährt man einen Zusammenhang über das Verhältnis der Seitensumme zu deren Differenz! [12:  Für beliebige s, t, u, u und n gilt soagar
(s a n + t b n) / ( u a n - v b n) =  (s sin n α + t sin n β) / (u sin n α - v sin n β)
Dies wird sofort ersichtlich, wenn man bedenkt dass sin α = a/(2R) und sin β = b/(2R) ist] 



Beispiele: 
Beim kleinsten natürlichen Dreieck der Seitenlängen 3, 4 und 5 sind die Sinen der den Katheten gegenüberliegenden Winkel
mit sin 4/5 = 0.8   ≈53,13° und sin 3/5 = 0.6   ≈36,87°

(4+3)/(4-3) =  (0.8 + 0.6)/(0.8 - 0.6) = 7

Die Winkelsumme ist 90° und die Differenz 16,26°

tan 8,13° = 1/7 ≈ 1/0,243  

Nehmen wir statt den beiden Katheten die Hypotenuse eine eine Kathete, dann gilt 

(5+4)/(5-4)= (1+0.8)(1-0.8) = 9 
= tan ½(90°+53,23°) / tan ½(90°-53,23°)

(5+3)/(5-3)= (1+0.6)(1-0.6) = 4 
= tan ½(90°+36,87°) / tan ½(90°-36,87°)
 

Für das kleinste natürliche spitzwinklige Dreieck mit a=13, b=14, c=15 und Inkreisradius r=4 ist
sin α = 4x13/65  =0,8;    α ≈ 53,13°
sin β =4x14/65  und       β ≈ 58,49°
sin γ =4x15/65.    γ ≈67,38
(b+a)(b-a)=(14+13)(14-13)=27  
und   (4x14/65 + 4x13/65) (4x14/65 - 4x13/65)= 4x27/65  : (4/65) = 27 


α + β ≈ 112,62°      tan 56,3°  = 1,5
α - β ≈  - 6,36°        tan -3,18° = -0.0555555  Periode 5

(13+14)/(13-14) = -27

tan ½(α+β)/ tan ½(α-β) = 1,5/(-5/9) = -27
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